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Tom tdt:

Bai bao gidi thiéu cach tiép cdn wavelets izng dung trong viéc néi suy cdc dai hrong trdac
dia, phirong phdp nay c6 thé tinh toan ngi suy cho cac v; tri bat ky tir cac gia tri dau vao véi
phan b khong gian bat ky. Sau phan nén tang ly thuyét 1a hai tinh toan thiz nghiém si dung
cac gia tri tir md hinh EGM 2008, mét cho luwdi dong goc toan cau va mét cho mang ludi dia
phwrong véi c&c vi tri phan bé khéng déu, nham minh hoa va xac thuce tinh diing dan cia phirong
phap. Mgt cach tom tat, wavelets gom hai buée: “chia” tin hiéu dau vao thanh cac mirc khac
nhau (twong g Véi cde dé va bédc diéu hda cau), sau dé tong hop lai thanh tin hiéu dau ra (¢
nhang vi tri can gia tri ngi suy). An bén diedi wavelets 1a nhan tai tao sir dung ham co sé cau
va da thitc Legendre, diéu ndy gilp cho quy trinh van giir diroc tinh chdt diéu hoa cau cho céc
gia tri ngi suy, la wu diém noi bat so Vdi cdc phieong phdp néi suy quen thuge khdc. Tinh diing
ddin va dg chinh Xac ciia phwong phdp da dwoc minh ching thdng qua hai tinh toan thiz nghiém.
O mire dé toan cau, mgt hedi dong goc 6° cac gia tri di thirong do cao dén dé va bdc 10 da
dwoc dimg dé néi suy cho chinh cac vi tri nay cho két qua chénh léch ¢ mirc 10?2 m. O mike dé
khu viee, 5796 gia tri di thuwong dg cao (d9 va bdc tir 32 dén 900) tai chdu Au ciing dwege “tw
ngi suy” véi két qua chénh léch 5 cm, bang diing véi dé nhiéu ngdu nhién da dwoc thém vao
trueée dé. Piéu nay cung Véi dé va bdc diéu hda cao va vi tri diém do khong phdn bé déu a
nhitng khoé khin mang tinh thuc té da dwoc chen cho tinh toan thi nghiém thiz hai va wavelets
van cho két qud tot.

Tir khoa: wavelets, nhan tai tao (reproducing kernel), diéu hda cau, ndi suy

1. b3t van dé

Trong luc va cac dai lugng lién quan nhu di thuong d6 cao, di thuong trong luc, do Iéch
day doi thuong duoc cung cip tir cac mé hinh (toan cau hoic khu vic) dudi dang ludi diém véi
cac kich thudc 6 lugi nhat dinh, chang han 30 phut, 5 phut, 2.5 phat, 1 phat. Dé c6 dugc gia tri
tai c&c vi tri cy thé ma minh quan tm, ngudi dung phai tién hanh noi suy tir cac gia tri mét ludi.
C6 nhiéu phuong phap ndi suy quen thudc nhu tuyén tinh, da thire, spline, kriging, collocation.
Tuy nhién, cac phuong phép nay khong bao d¢am viéc giir duoc tinh chat diéu hoa (harmonic)
cuia dai lwong ndi suy, ma vé nguyén tic 1a tinh chat chung caa cac dai lugng trac dia ké trén.
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Mét cach tiép can khac cho van dé nay I1a wavelets.Viéc ung dung wavelets trong tric dia
da duoc noi dén trong mot s tai liéu, chang han nhu [1] va [2]. Tuy nhién, cai ta can & day 1a
quy trinh tinh todn cho mot bai todn cu thé 1a noi suy dai lwong tric dia. Bai béo nay s& gidi
thiéu cong thic tinh toén cu thé dé ap dung nguyén tic cua wavelets, thdng qua nhan téi tao va
da thirc Legendre gilp bao toan tinh hai hoa, dé nodi suy dai lwong tric dia thuong dung 12 di
thuong d6 cao. Kém theo d6 1 hai thir nghiém duogc thiét ké & ca pham vi toan cau va khu vuc
dé kiém chung tinh dung din va danh gia d6 chinh xac cia phuong phép tinh toan nay.

2. Co 6 ly thuyét ciia phwong phap

Y tuwdng chinh caa wavelets 13 viéc chia dir liéu dau vao thanh nhirng tin hiéu chi tiét min
hon thong qua b loc thong thip (low-pass). Ap dung cho bai toan ngi suy di thuong do cao
(hogc cac dit liéu trong luc ndi chung), phwong phéap nay gdom hai budc chinh:

- Phan tich: chia tach tin hiéu cua cc nguon dit liéu dau vao thanh nhiéu cp tin hiéu chi tiét;

- Tong hop: két hop céc tin hiéu chi tiét dé tai tao dir liéu dau ra.

Nhan tai tao

A 4

Ma hinh Phan tich

Gauss-Markov » Hésotilé > (wavelets) »  Tin hiéu chi tiét
‘ J
Tin hiéu dau vao Tinhiéudaura <« Téng hop

Hinh 1: So d6 tinh toan

Quy trinh duwoc minh hoa qua so dd & hinh 1; trong d6, quan trong la nhan tai tao
(reproducing kernel) gitp thiét 1ap cau ndi gitta hai vi tri (goc va noi suy) va ham wavelet cau
s& loc tin hiéu thanh cac cap chi tiét riéng biét. Co so toan hoc ciia phuong phap s& duoc giai
thich ngan gon bén dudi.

Goi Or 12 hinh cau ban kinh R va L%(Qr) 1a khdng gian cua tat ca cac ham thuc kha tich bac
2 F trén Qr, cac diéu hoa cau Ynm(&) do va bac nm tao thanh mot co sé truc giao hoan chinh
ciia L2(Qr). Ham F € L2(Qr) c6 thé dugc biéu dién mot cach duy nhét thdng qua chudi Fourier

F(&) = Zoozo le—n Fn,mYn,m(é) (1)

VGi £ € Q, Fam 12 hé s6 Stokes duoc tinh bang bién d6i Fourier cau.
Cho thé (nhiéu) trong luc F trén mit cau Qg, gia tri tiép néi husng lén (upward
continuation) c6 thé dugc tinh
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F@W =) T Famban(®) @)
trong d6, ham
Hom@® = 2(3)" Y0 (® ©)

1a diéu hoa cau khdi (solid spherical harmonics).
MAéi quan hé giira diéu hoa cau va da thic Legendre dugc cho boi [3]

Z:ln=_n Yum ©. Yn,m(n) = 2 P, (Z;TT]) 4)

41T

trong d6 £va n la cac vector don vi theo phuong hudng tdm cua Qr.
Phuong trinh (4) chinh 14 nén tang cho viéc tinh wavelets cau (xap xi dén do nmax nhit dinh)

Brx) =y (5" pp (2 ©)

n=0

véi x = r& € Qrext (Qrext 1a khdng gian bén ngoai bao gom mat cau Qr), Xk = R& € Ok,
va By, 1a hé s6 Legendre phan anh tinh pho cua tin hiéu.

Nhu vy, tin hiéu F(X) ban dau c6 thé dugc dai dién boi wavelets cau theo phuong trinh (6)

F(x) = Y ckB(xxy) (6)

v6i N 12 s6 luong vi tri X va ck 12 hé s6 dong vai tro tuong tu hé s6 Stokes Fnm trong cach
tiép can diéu hoa cau.
Van dé quan trong tiép theo 1a nhan téi tao, duoc gidi thiéu bai [4]

Nmax 2n+1 (R n+

Krep(x' xk) = Zn=0 4TRZ ) ' BnPn(Z}Tégk) (7)

thoa man diéu kién [5]

r

F(x) = (Krep * F)(x) (8)
Viét lai tich chap (convolution) Krep * F dudi dang chudi khai trién ctia ham co so cau Krep,
ta ¢ thé thay thé phuong trinh (6) bang phuong trinh (9) str dung nhan tai tao
N
(Krep * F) (x) = zk:l dkKrep (x, xy) = krep (x)Td 9)
VGi Krep VA d 1an luot 12 céc vector ciia ham nhan tai tao va hé sé ti lé.

Phuong trinh (8) ciing cho thay mdi lién hé giita ham co s¢ cau va tich chap, mot cong cu
co ban cua bo loc.

Phuong trinh (10) gigi thiéu ham ti I¢ cau

Njmax 5 R\t+1
x) =) () k(8 (10
n=

& cap j, v6i hé s6 Legendre Fjn = 0 khi n > nj. Piéu ndy c6 nghia ham ti 1& hoat dong nhu
mot bo loc thdng thap (low-pass). Tir dé, tin hiéu

@ = (@, + D@ (1)
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c6 thé duoc phan tich thanh phién ban min hon
Fy(@) = (0, + F)(@) (12)
va phan tin hiéu chi tiét
G(x) = (%, * H)(®) (13)
chika cdc thanh phan ciia Fi+1(X) bi thiéu trong Fi(X).

Trong khi ham ti & cau hoat dong nhu mét bo loc thdng thap thi ham wavelet cau

Njtimax n+1
Y =) )T v R () (14)

n=0 r

c6 thé duoc xem nhu mot bo loc thdng dai (band-pass) dugc xac dinh bai hé sb Legendre
5l;';n = @j+1;n - djj;n (15)
Cudi cung, tin hiéu F(x) c6 thé duoc biéu dién (theo dai phd)

]
F(x) = Fju(x) + Z Gi(x) + AFy () (16)
Jj=ir

trong d6 bao gdm phién ban min (¢ cap j'), cac tin hiéu chi tiét & cap tir j’ dén (cap tdi da)
J, va phan du

AF;41(x) = F(x) — Fj14(x) = (A‘p]ﬂ * F)(x) 17)

Tém lai, theo nhu ding tén goi wavelets, y twong co ban cua phuong phap nay la chia nho
tin hiéu dau vao theo dai phd. Ngoai ra, yéu td quan trong khéc 1a nhan tai tao giup “lan truyén”
tin hiéu dén cac vi tri can tinh toan. Va cudi cuing, tin hiéu & céc cap chi tiét khac nhau s& dugc
tong hop thanh tin hiéu dau ra.

Phan tiép theo sé& ap dung co s& ly thuyét trén vao tinh toan noi suy gié tri di thuong do cao
dé danh gi4 tinh hiéu qua va do chinh xéac cua céch tiép can nay.

3. Két qua thir nghiém va thao luan

Pé kiém chung tinh dung dan ciing nhu d6 chinh xac khi tinh toan noi suy cia phuong
phap, hai thir nghiém duoc thiét ké véi y tuong tong quat nhu sau:

- Thir nghiém 1 duoc thiét ké don gian nham muc dich kiém chang va minh hoa tinh chat
bo loc dai phd cua wavelets. Di thuong do cao cua mot ludi dong goc toan cau s& dugc ding
dé “nodi suy” chinh n6. Du khong mang tinh thuc té nhung viéc “tu ndi suy” nay gitp loai bo
hoan toan moi sai s6 cua dit liéu trong danh gia két qua. Dai pho cua dit liéu ciing duoc han ché
& muc thap (tuong tng voi do va bac diéu hoa 10) dé don gian hoa tinh toan va dé dang minh
hoa bang hinh anh.

- Thtr nghiém 2 giup danh gia do chinh xac ctua phuong phap khi dugc ap dung vao tinh
toan noi suy di thuong do cao trong diéu kién gan vai thuc té hon: tir vi tri cac diém dir liéu dau
vao phan bd khong déu noi suy ra mot ludi dong goc khu vuc, gié tri di thuong d6 cao duoc
tinh dén d6 va bac diéu hoa cao va bi thém vao mot nhiéu gia ngiu nhién déng vai tro sai so.
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3.1. Téi tgo di thuwomng dj cao ¢ dj va bic diéu hoa thép cho lwéi dong goc toan cdqu

Pau tién, dé Kiém tra tinh dting dan va minh hoa truc quan cho tién trinh wavelets, mot md
phong mang tinh don gian héa duoc tién hanh nhu sau: mot bo sb liéu di thudng do cao & do
va bac diéu hoa thap phan bé trén luéi ddng goc toan cau s& dugc phan tich rdi tong hop lai
theo nhu quy trinh 1y thuyét bén trén, hay néi cach khac 1a “ty noi suy” bo sb liéu cho chinh
cac vi tri cii ciia nd dé so sanh két qua nhan duoc vai s6 liéu ban ddu, ma sy khac biét chinh la
sai s6 cua phuong phap.

Di thudng do cao dugc tinh tir md hinh EGM 2008 [6], st dung bo hé s6 diéu hoa dén do
va bac 10, tinh bang chwong trinh GeoH [7]. Gia tri di thuong do cao nay duoc tinh cho mot
mang ludi ddng goc toan cau vai kich thude 6 ludi 6° x 6° bao gdm 30 x 60 = 1800 diém trai
dai tir 87° vi Bic dén 87° vi Nam va tir 0° kinh dén 354° kinh (6° kinh Tay). Viéc chi sir dung
cac hé sb didu hoa bac thip 1a dé giam sb cap tin hiéu chi tiét, thuan lgi cho viéc minh hoa bing
hinh anh. Cu thé & day vé6i nmax = 10, &p dung dyadic wavelets, thi chi can 3 cip tin hiéu la da
bao phu toan b dai phd: F2 twong g véi d6 va bac tir 2 dén 3, G tuong (ing véi do va bac tir
4 dén 7, va Gz chua céc tin hiéu véi do va bac tir 8 dén 10.

Ap dung cac bude tinh toan duoc thé hién & hinh 1 vao bé sé liéu ndy, lan luot ching ta
tinh dugc hé sé ti 1¢, phién ban tin hiéu min F2, cac cip tin hiéu chi tiét G, va Gs, va cudi cling
tinh duoc tin hiéu tong hop dau ra chinh 1a tong cua F2 + Gz + Gs. Xin luu y 13 véi tin hiéu bi
“cit cut” (Nmax =10) nay thi phan du AF khdng can phai xét dén.

F2 [m] total [m]
v 50 g N
0
=50
- 20
©
= 0
= -20
0 200
difference [m] x 1072
10 £ % ¥ )Z[’EE% D 2
50~ S S
o e 0
0 0 e T
»:gw = %?;3 g i == =
g, 7 3 =50 . it -2
) h -10 Llathin 'r‘ct";‘f“’?;";ftt'-;-'
0 200 0 200
longitude longitude

Hinh 2: tir trén Xudng duwdi, bén trai: tin hiéu min, tin hiéu chi tiét cap 2 va cap 3; bén phdi:
tin hiéu tong hop dau ra, gia trj tham khao, va si khac biét giza ching
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Hinh 2 thé hién cac tin hiéu F2, G2, Gz & cot bén trai, tir trén xudng dudi, va tin hiéu téng
(gié tri tai tao can tinh) ¢ trén ctng bén phai, ngoai ra con c6 gia tri ban dau (¢ giita bén phai)
cling nhu su khac biét giita 2 gia tri nay (dudi cung bén phai), thé hién sai s6 tinh toan cua
phuong phap. Ta co thé thiy su khac biét giira tin hiéu ban dau va tin hiéu tai tao ap dung
wavelets chi & mic 102 m, hoan toan c6 thé bé qua ma khong so pham bt ky sai s6 nao. Piéu
nay ching to tinh dung din cua phwong phap va quy trinh tinh toan duoc gigi thiéu bén trén.
Ngoai ra, cac hinh thé hién céc cp tin hiéu F2, G2, va Gs ciing minh hoa rd cho tinh chat hoat
dong nhu mot bo loc cua wavelets véi mirc chi tiét ngay cang cao & cac cap tin hiéu cao hon.

3.2. Ngi suy di thuwong dp cao ¢ dp va béc diéu hoa cao tir mgng ludi diém goc khu varc
phan bé khéng déu

Néu nhu thir nghiém trén (muc 3.1) ding bo dir lidu don gian, vén duoc thiét ké chi véi
muc dich khang dinh tinh dung dan cua phuong phap thi & thir nghiém tiép theo nay, céc yéu
t6 mang tinh thyc té s& duoc xét dén.

Bo dit liéu dau vao la di thudng d6 cao tai 5796 vi tri phan bé khong theo quy luat, ciing
chinh 1 céc vi tri do di thuong trong luc thuc té tai chau Au. Tir gid tri tai cac vi tri nay ta s&
noi suy ra gié tri cho mot ludi dong goc bao pha cuing khu vy, trai dai tir 46° vi Bac dén 49.5°
vi Bac va tir 9° kinh Dong dén 18° kinh Pong, kich thudc 6 ludi 12 0,1° x 0,1°, bao gom 36 x 91
= 3276 diém. Gia tri noi suy ra s& duoc so sanh véi bo gia tri tham khao dé dénh gia tinh chinh
Xac cua phuong phap ndi suy.

Dé c6 cung co s& so sanh thi gia tri di thuong do cao caa 5796 diém ban dau va gié tri di
thudng d6 cao tham khao tai 3276 diém noi suy déu duoc tinh tir cing mét ngudn 1a bo hé sé
diéu hoa dén do va bac 900 cia md hinh EGM 2008. Viéc sir dung dén d6 va bac 900 1a dé can
bang giira mong mudn giam thiéu viéc tinh todn qua nhiéu cap tin hiéu nhung van bao dam tinh
chi tiét ¢ cao. Mot luu ¥ quan trong khac & thanh phan budc séng dai (I6n hon kich thudc khu
vuc) can phai duoc khir trude khi tinh toan, cu thé ¢ day 1a cac hé sé diéu hoa nho hon 32.
Ngoai ra, dé gan véi cac diéu kién kho khan trong thuc t& hon, mét tap gia tri nhidu gia ngiu
nhién véi do léch chuan 5 cm dugc thém vao gid tri di thuong do cao caa 5796 diém ban dau,
dong vai trd nhu sai s6 ngau nhién.

Ap dung ciing quy trinh tinh toan nhu & thir nghiém 1, cudi ciing ta thu dwgc tin hiéu tong
la gid tri noi suy tai 3276 diém, duoc thé hién & hinh 3 bén duéi. Bén trén cua hinh 3 1a gia tri
tham khao tai ciing 3276 diém dé. Cac cip tin hiéu chi tiét khong duogc thé hién & day do sb
lwong qua nhiéu ciing nhu vi viéc minh hoa tinh chi tiét cho cac cap tin hiéu da duoc thé hién
& thir nghiém 1 (hinh 2). C6 hai Iuu ¥ ¢ hinh 3: thir nhét, hé truc toa do ¢ day 1a theo thir tu
hang (36 hang tir trén xudng duéi) va cot (91 cot tir trai qua phai) caa 6 ludi; va thir hai, gia tri
& day 1a di thuong d6 cao sau khi di khir thanh phan budc song dai, nén s& nho so véi gia tri
day du. Tuy nhién, diéu nay khong anh hudng dén viéc so sanh su khac biét giira gié tri tinh
toan ndi suy va gia tri tham khao vi ca hai déu cuing bi khir thanh phan budc song dai dén do va
bac 32.
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Hinh 3: trén xudng duwdi: gia tri tham khdo va gia tr; ngi suy (co ap dung chinh quy héa
quasi-optimality). Hé truc toa do theo thir tr hang cot cua luoi

So sénh gia tri tham khao (hinh 3, trén) va gia tri ngi suy (hinh 3, dudi) mot cach truc quan
ta thay rat giéng nhau ca vé gia tri (mau sac) va kiéu mau. Sy khéc biét duy nhét cé thé thay
duoc bang mit thuong 1a ¢ khu vire nho xiu chinh gitra sat dudi ciing caa mdi hinh. Con vé con
s6 thi do léch quan phuong (RMS) tai 3276 diém 1a 5 cm, ding bang mac do cua nhiéu gia
ngau nhién da thém vao sb liéu ban dau trudc d6; hay noi cach khéc, sai sd cudi cling & cling
mtrc d6 vai sai s6 di lidu, nghia 1 quy trinh tinh todn noi suy 1 chinh xac.

Xin n6i thém vé mot van dé tinh toan xuat hién & thir nghiém nay, d6 1a hé phuong trinh
chuan (khi giai hé s6 ty 1¢)

(KrepTKrep)d - Krepr =0 (18)
bi roi vao tinh trang gia dinh yéu (ill-conditioned) ma dé giai quyét thi mot giai phap chinh quy
hoa (regularization) thich hop da dugc &p dung goi la quasi-optimality [8]. Van d& chinh quy
hoa khong duoc trinh bay ¢ day vi vuot ngoai pham vi cta bai bao nay.

4. Két luan

Véi hai thir nghiém duoc thiét ké cho hai bdi canh tir don gian dén phic tap, tir toan cau
dén khu vuc, két qua cho thay quy trinh tinh todn dya trén céch tiép can wavelets duoc gioi
thiéu ¢ bai bao nay 1a kha thi va chinh xéc, cé thé tng dung trong viéc tinh toan noi suy gié tri
di thuong d6 cao noi riéng va cac dai lugng tric dia n6i chung voi wu diém ndi bat 1a bao toan
dugc tinh chat diéu hoa cu cua cac dai lwong noi suy. Két qua tir thir nghiém cho thay sai s6
cua viéc tinh toan chi & mic 1012 m, hoan toan cé thé bo qua trong moi ngit canh tric dia. Ké
ca khi da thém nhiéu gia ngau nhién 5 cm vao dir lidu ban dau thi két qua noi suy van dat do
chinh xac RMS = 5 c¢m (tinh cho 3276 diém), ciing d6 16n cta nhiéu.

Nhin chung, cac cong thac tinh toan wavelets co vé kha phuc tap so vai cac phuong phap
ndi suy quen thude khac. Tuy nhién, wu diém quan trong cua phuong phap nay 1a viéc bao toan
tinh chat diéu hoa cau cho céc gia tri noi suy (nho vao viéc sir dung cac ham cau va da thirc
Legendre), diéu ma cac phuong phap ndi suy thuan toan hoc khac khong 1am dugc. Ngoai ra,
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néu tich hop duoc ca bai toan chuyén doi (gitta cac dai lwong khac nhau) vao nhan tai tao thi
phuong phap nay con c6 thé &p dung vao van dé xay dung mé hinh geoid [9].Q
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Summary

Apply wavelets to interpolate height anomalies
Luong Bao Binh

Ho Chi Minh City University of Technology

This paper introduces the wavelets approach applied to the interpolation of height
anomalies. It can be used to compute interpolated values for arbitrary positions from input
values with the arbitrary (spatial) distribution. Following the theoretical fundamental, two
simulations using model EGM 2008 for a global grid and local irregular positions are presented
to illustrate and authenticate the correct work of this method.O
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